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Das n-Kaffee-Problem beschreibt die Guthaben-Schulden-Verhéltnisse in
einer Gruppe von n € N Personen. Die Verhéltnisse werden hierbei in aus-
gegebenen Kaffees notiert. In dieser Arbeit definieren wir das Problem und
betrachten Visualisierungen mit dem Ziel, Anderungen in den Verhéltnis-
sen moglichst aufwandsminimiert notieren zu kénnen.

1 Einleitung

Der normale universitire Lehrstuhlbetrieb wird durch Studenten, Doktoranden und
Professoren, also allgemein durch Wissenschaftler, aufrecht erhalten. Frei nach Paul
Erdés sind Wissenschaftler Gerédte, welche Kaffee in Theoreme verstoffwechseln. Hei-
fer, schwarzer Kaﬁedﬂ kann also v6llig zu Recht als das Fundament menschlichen
Fortschitts angesehen werden.

Um die immer wieder notwendigen und erholsamen Unterbrechungen im von aus-
ufernden Denkprozessen gekennzeichneten Alltag herbeizufiihren, ist das gemeinsame,
rudelhafte Beschaffen von heiffem Kaffee iiblich. Dabei kommt es immer wieder vor,
dass einer der Wissenschaftler kein Geld dabei hat. Ein anderer Wissenschaftler gibt
ihm dann tiblicherweise einen Kaffee aus in der optimistischen Hoffnung, den Gefal-
len irgendwann zuriickgezahlt zu bekommen. Wahrend die Schuldenverhéltnisse bei
zwei Personen noch einfach zu handhaben sind, &ndert sich das bei grofer werdenden
Gruppen zunehmendﬂ

In dieser durch die Einleitung eingeleiteten Arbeit definieren wir zu Beginn in [Ab]
das n-Kaffee-Problem, welches die Frage der Schuldenverhéltnisse zwischen
zwei Mitgliedern einer n Personen grofen Gruppe stellt. Wir entwickeln zunéchst eine
analytische Losung bevor wir in[Abschnitt 3|einfache Visualisierungen fiir n < 3 einfiih-
ren. Wir schliefen die Arbeit mit dem Schluss in [Abschnitt 4 und liefern Ansatzpunkte
fiir zukiinftige Uberlegungen.

1Wenn man da Milch reintut ist er nicht mehr schwarz, Junge!
2Zunahme bei grofer werdenden Gruppen ist auch ein von den Weight Watchers behandeltes Pro-
blem, ist fiir uns aber nicht weiter von Relevanz.



Verwandte Arbeiten Bla.

2 Kaffeekranzchen und das Kaffeeproblem

Um das Kaffee-Problem betrachten zu kénnen, miissen wir zunéchst eine geeignete
Menge von Personen definieren, die das Problem iiberhaupt interessiertEl

Definition 1 (Kaffeekrénzchen). Fine Menge K = {p1,...,pn} fiir n € N>o bezeich-
nen wir als Kaffeekriinzchen iiber n Personen oder kurz n-Kaffeekriinzchen [l

Bei einem Kaffekranzchen ist fiir diese Arbeit unerheblich, ob lediglich Kaffee oder
auch Kuchen serviert wird. Wichtig ist lediglich, dass die beteiligten Personen sich
gegenseitig Kaffee ausgeben.

Zuséatzlich zu dem Kaffeekrdnzchen benotigen wir noch eine Moglichkeit, die Kaf-
feeschulden innerhalb der Gruppe zu dokumentieren.

Definition 2 (Kaffeekasse). Sei n € N>o und K ein n-Kaffeekrinzchen. Eine K-
Kaffeekasse ist ein Tupel k € Z"™, k = (Aq,...,A,), fir das gilt:

i=1

Fir 1 < i < n bezeichnet A; die Differenz der von p; getrunkenen und ausgegebenen
Kaffees.

Aus der Definition der A; ergibt sich:

A; < 0: p; bekommt noch |A;| Kaffees
A; > 0: p; schuldet noch A; Kaffees

Gibt eine Person einer anderen nun einen Kaffee aus, miissen wir die Kaffeekasse
entsprechend weiterentwickeln.

Definition 3 (Kaffeekassensturz). Sein € N>o, K ein n-Kaffeekrinzchen, k eine K-
Kaffeekasse sowie i # j € [n] so, dass p; p; einen Kaffee ausgibt. Der Kaffeekassensturz
liefert zu k eine neue Kaffeekasse k' = (A],...,Al) mit

Ay, —1 | fallsxz =1
Al =3 Ay+1  fallsz =3
A, , sonst

fir x € [n].

3Hierzu gehért offenbar der Leser, sonst wiirde er diese Ausarbeitung sicher nicht lesen.
4Man konnte in der Definition des Kaffeekranzchens sicherlich auch n = 1 zulassen, aber das ist uns
zu traurig.



Zieht nun eine Teilmenge des Kaffeekranzchens los, um sich gegenseitig Kaffess aus-
zugeben, ist immer wieder die Frage zu kliren, wer gerade mit Bezahlen an der Reihe
ist. Das allgemeine n-Kaffee-Problem formalisiert exakt diese Fragestellung.

Definition 4 (n-Kaffee-Problem). Sei n € N>y und k eine Kaffeekasse dber dem n-
Kaffeekrinzchen K. Gegeben zwei Personen p;,p; € K, die einen Kaffee zusammen
trinken wollen. Das n-Kaffee-Problem besteht darin, zu entscheiden, ob p; p; einen
Kaffee ausgeben muss oder umgekehrt.

Betrachten wir das Beispiel n = 2.

Beispiel (2-Kaffee-Problem). Sei K ein 2-Kaffeekrinzchen und k eine K-Kaffeekasse.
Nehmen wir an, dass bisher py zweimal einen Kaffee fiir po bezahlt hat. Dann ergibt
sich der Zustand k = (—2,2).

Es ldsst sich leicht erkennen, dass stets Ay = —As gelten muss. Somit konnen wir
ohne Informationsverlust die zweite Komponente der Kaffekasse vernachlissigen und
nur noch Ay betrachten. Hierbei gilt:

Ay <0: py schuldet py noch |A1| Kaffees.
A1 =0: Die Kaffeekasse ist ausgeglichen, niemand hat Kaffeeschulden.
Ay >0: p; schuldet po noch Ay Kaffees.

Die im Beispiel angedeutete Vereinfachungsmoglichkeit funktioniert nicht nur fiir
n = 2, sondern fiir beliebige n € N>,. Das ist die Aussage des folgenden Satzes.

Satz 1 (Kaffeesatz). Sein € N>y und k eine Kaffeekasse iber dem n-Kaffeekrinzchen
K. Um das n-Kaffee-Problem zu losen geniigen n —1 Komponenten von k.

Beweis. Nach [Definition 2] gilt:
A1++An,1+An :0
&S A1+ + AL =-A,

Das Kaffeedelta A, lasst sich also aus den iibrigen Kaffeedeltas direkt berechnen und
braucht daher nicht explizit in der Kaffeekasse gefiihrt zu werden. O

2.1 Explizite Kaffeekassen und das Kaffee-Paradoxon

Mit der in definierte Kaffeekasse gibt an, wie viele Kaffees eine Person ins-
gesamt noch bekommt oder schuldet. Im Allgemeinen l&sst sich aber nicht entscheiden,
von wem sie noch Kaffees bekommt oder wem sie Kaffees schuldet. Die Kaffeekasse ist
also eine bilanzierende Kaffeekasse. Alternativ konnte auch eine explizite Kaffeekas-
se gefithrt werden, in der alle Kaffeeschulden innerhalb des Kaffeekrédnzchens einzeln
ausgewiesen werden.

Definition 5 (Explizite Kaffeekasse). Sei n € N>o und K ein n-Kaffeekrinzchen.
Eine explizite K-Kaffeekasse ist eine Matriz k € N™*" mit:



1. 6;; =0 fiir alle i € N<j,
2. 6,5 =—6;, fir allei,j € N<y,
Hierbei verhalten sich die einzelnen Kaffeedeltas ; ; wie folgt:

di; <0: p; bekommt von p; noch |6;;] Kaffees.
0;,;j = 0: Die Kaffeebilanz zwischen p; und p; ist ausgeglichen.
0i,; > 0: p; schuldet p; noch §;; Kaffees.

Fiir die Verwaltung der expliziten Kaffeekasse definieren wir den Kassensturz analog

zu [Definition 3|

Definition 6 (Expliziter Kaffeekassensturz). Sei n € N>qo, K ein Kaffeekrdinzchen
tiber n, k eine explizite K-Kaffeekasse sowie i # j € [n] so, dass p; p; einen Kaffee
ausgibt. Der explizite Kaffeekassensturz liefert zu k eine neue explizite Kaffeekasse
K € Z™™ mit
oy —1 ,fallsk=iundl=j
5,/”: Opi+1 , fallsk=jundl=1
Ok, , sonst

fiir k,1 € Ne,,.

Satz 2 (Bilanzierender Kaffeekassenexplikationssatz). Sei n € N, K ein n-Kaffee-
krdnzchen und k eine explizite K-Kaffeekasse. Dann existiert eine entsprechende bi-
lanzierende K-Kaffeekasse.

Beweis. Sein € N, K ein n-Kaffeekranzchen und « eine explizite K-Kaffeekasse. Dann
existieren laut d;; € Z fiir alle 4, j € N, als Eintrége in . Setze nun

n
Ai=> b
=1

Trivialerweise gilt

n

> A =

M=
NE!

=l Zle =t n i—1 n n
= Z 51',1' + Z 6z,l + Z Z 6z,l
i=1 i=11=1 i=11=i+1
n n i—1 n t—1
= Z5H+ZZ5M+Z —di
=1 i=1 lf% i=1[0=1
= 20+ 2 > (6iy—dig)
i=1 i=11=1
= 0.
Und die bilanzierende Kaffeekasse ergibt sich also als k = (Aq,...,Ay). O



Beobachtung 1 (Kaffeeparadoxon). Betrachten wir das 3-Kaffeekrinzchen K =
p1, P2, p3 und ihre explizite Kaffeekasse k. Nehmen wir an ps hat bisher jeweils einen
Kaffee fiir p1 und ps bezahlt. Weiter hat ps p1 einen Kaffee ausgegeben. Somit ergibt
sich

0 1 1
K= -1 0 -1
-1 1 0

Wie aus |Definition 6] zu erkennen ist, werden stets zwei symmetrische Komponenten
der Matrix modifiziert, wenn ein Kaffee ausgegeben wird. Somit missen mindestens
3 Kaffees getrunken werden, damit die Kaffeekasse wieder im schuldenfreien Zustand
1st.

Bilden wir zu & nun die bilanzierende Kaffeekasse k, so ergibt sich k = (2,—2,0).
Hierbei ist unmittelbar zu erkennen, das nur 2 Kaffees bendtigt werden, um die Kaf-
feeschulden auszugleichen.

Dieses Phdnomen, welches wir als Kaffeeparadoxon bezeichnen, ldsst sich in dem
Auftreten von transitiven Kaffeeschulden begriinden. Die bilanzierende Kaffeekasse
vermeidet derartige Kaffeeschulden direkt, wdhrend sie bei der expliziten Kaffeekas-
se manuell aufgelést werden miissen.

3 Visualisierung des Kaffeeproblems

Im folgenden stellen wir Moglichkeiten vor, das Kaffeeproblem fiir Gruppen aus 2 oder
3 Personen grafisch darzustellen bzw. zu lésen.

3.1 Darstellung des 2-Kaffee-Problems

Wie bereits in angesprochen, wird nur eine einzelne Komponente der
Kaffeekasse benotigt. Somit stellen wir die Kaffeekasse wie in dar.

P2 | | | | | e | >pl
0 A

Abbildung 1: Visualisierung des 2-Kaffee-Problems. In diesem Fall schuldet p; ps noch
2 Kaffees.

In der Abbildung l&sst sich durch Verschieben des Punktes der Zustand aktualisieren.

Hierzu wird der Punkt immer “mit dem Kaffee” bewegt, also von der ausgebenden
Person weg und auf die empfangende Person zu.

3.2 Darstellungen des 3-Kaffee-Problems

Analog zu [Unterabschnitt 3.1 kann fiir die Darstellung des 3-Kaffee-Problems ein kar-
tesisches Koordinatensystem verwendet werden, in dem die Werte von A; und A, als
Koordinaten eingetragen werden.
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Abbildung 2: Visualisierung des 3-Kaffee-Problems mit kartesischen Koordianten.

In [Abbildung 2| ist eine kartesische Darstellung fiir die Kaffeekasse k& = (2, -1, —1)
gegeben. Die Aktualisierung der Kaffeekasse, und das Ablesen der Losung des 3-Kaffee-

Problems, ist hier allerdings relativ kompliziert. Gibt zum Beispiel p; nun ps einen
Kaffee aus, so muss zunédchst im Kopf die neue Kaffeekasse gebildet werden, und an-
schliessend die neuen Werte fiir A; und As eingetragen werden. Zusétzlich ist der
Wert von Az nur indirekt zu erkennen. Dieser ergibt sich aus dem negativen Achens-
abschnittes der fallenden Diagonalen, auf der der Punkt zur Zeit liegt.

Als alternative Darstellung kann ein geradliniges, nichtorthgonales Koordiantensy-
stem gewahlt werden. In schneiden sich die Achsen mit einem Winkel von
60°. Bei dieser Art des Koordinatensystems kénnen die selben Koordinaten verwendet
werden, die bereits im kartesischen Koordinatensystem berechnet wurden. Allerdings
konnen hier die Namen der Personen an den Seiten plaziert werden, um eine einfacher
Transition zu ermdglichen. Nun kann hier auch die Markierung wieder “mit dem Kaf-
fee”, von der ausgebenden Person weg und auf die empfangende Person zu, verschoben
werden.

4 Zusammenfassung

Zusammenfassung des Papers. Mogliche Future Work:
e Kaffeeproblem fiir n > 3 visualisieren

e Wir haben noch keinen Beweis dafiir, dass die Visualisierung in einem Dreieck
unmoglich oder zumindest blod ist.



Abbildung 3: Visualisierung des 3-Kaffee-Problems mit schiefen Koordianten
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