Vom Kaffee-Problem

Christoph Daniel Schulze Nis Borge Wechselberg
September 2014

Das n-Kaffee-Problem beschreibt die Guthaben-Schulden-Verhéltnisse in
einer Gruppe von n € Personen. Die Verhéltnisse werden hierbei in ausge-
gebenen Kaffees notiert. In dieser Arbeit definieren wir das Problem und
betrachten Visualisierungen mit dem Ziel, Anderungen in den Verhéltnis-
sen moglichst aufwandsminimiert notieren zu kénnen.

1 Einleitung

Der normale universitire Lehrstuhlbetrieb wird durch Studenten, Doktoranden und
Professoren, also allgemein durch Wissenschaftler, aufrecht erhalten. Frei nach Paul
Erdés sind Wissenschaftler Gerédte, welche Kaffee in Theoreme verstoffwechseln. Hei-
Rer, schwarzer Kaffee kann also als die Grundlage der wissenschaftlichen Arbeit ange-
sehen werden []

Um die immer wieder notwendigen und erholsamen Unterbrechungen im durch aus-
ufernde Denkprozesse gekennzeichneten Alltag herbeizufiihren, ist das gemeinsame,
rudelhafte Beschaffen von heiffem Kaffee iiblich. Dabei kommt es immer wieder vor,
dass einer der Wissenschaftler kein Geld dabei hat. Ein anderer Wissenschaftler gibt
ihm dann tiblicherweise einen Kaffee aus in der optimistischen Hoffnung, den Gefal-
len irgendwann zuriickgezahlt zu bekommen. Wahrend die Schuldenverhéltnisse bei
zwei Personen noch einfach zu handhaben sind, &ndert sich das bei grofer werdenden
Gruppen zunehmendﬂ

In dieser durch die Einleitung eingeleiteten Arbeit definieren wir zunéchst in [Ab]
das n-Kaffee-Problem, welches die Frage der Schuldenverhéltnisse zwischen
zwei Mitgliedern einer n Personen grofen Gruppe stellt. Wir entwickeln zunéchst eine
analytische Losung bevor wir in[Abschnitt 3|einfache Visualisierungen fiir n < 3 einfiih-
ren. Wir schliefen die Arbeit mit dem Schluss in [Abschnitt 4 und liefern Ansatzpunkte
fiir zukiinftige Uberlegungen.

1 Wenn du da Milch reintust ist er doch nicht mehr schwarz, Junge!“ — Captain Jean-Luc Picard
2Zunahme bei grofer werdenden Gruppen ist auch ein von den Weight Watchers behandeltes Pro-
blem, ist fiir uns aber nicht weiter von Relevanz.



Verwandte Arbeiten Bla.

2 Kaffeekranzchen und das Kaffeeproblem

Um das Kaffee-Problem betrachten zu kénnen, miissen wir zunéchst eine geeignete
Menge von Personen definieren, welche das Problem iiberhaupt tangiert.

Definition 1 (Kaffeekrénzchen). Eine Menge K = {p1,...,pn} fir n € N>y bezeich-
nen wir als Kaffeekrdnzchen {iber n Personen oder kurz n-Kaffeekrianzchen.

Bei einem Kaffekrénzchen ist fiir diese Arbeit unerheblich, ob lediglich Kaffee oder
auch Kuchen serviert wird. Wichtig ist lediglich, dass die beteiligten Personen sich
gegenseitig Kaffee ausgeben.

Zusétzlich zu dem Kaffeekrédnzchen bendtigen wir noch eine Moglichkeit, die Kaf-
feeschulden innerhalb der Gruppe zu dokumentieren.

Definition 2 (Kaffeckasse). Sei n € N>o und K ein n-Kaffeekrinzchen. Eine K-
Kaffeekasse ist ein Tupel k € Z™, k = (Aq,...,A,), fir das gilt:

n

> Ai=o.
i=1
Fir 1 <i < n bezeichnet A; die Differenz der von p; getrunkenen und ausgegebenen
Kaffees.
Aus der Definition der A; ergibt sich:

A; < 0: p; bekommt noch |A;| Kaffees
A; > 0: p; schuldet noch A; Kaffees

Wir kénnen nun das allgemeine n-Kaffee-Problem formulieren.

Definition 3 (n-Kaffee-Problem). Sein € N>y und k eine Kaffeekasse iber dem n-
Kaffeekrinzchen K. Gegeben zwei Personen p;,p; € K, die einen Kaffee zusammen
trinken wollen. Das n-Kaffee-Problem besteht darin, zu entscheiden, ob p; p; einen
Kaffee ausgeben muss oder umgekehrt.

Betrachtet man die Anforderung an die Kaffeekasse, dass die Summe iiber die Kaffee-
Deltas 0 sein soll, féllt eine Vereinfachungsméglichkeit auf.

Satz 1. Um das n-Kaffee-Problem zu ldsen geniigt eine (n — 1)-Kaffeekasse.

Beweis. Ist noch zu formulieren. O

2.1 Bilanzierende Kaffeekassen und das Kaffee-Paradoxon



3 Visualisierung des Kaffeeproblems

Beispiel (2-Kaffee-Problem). Sind nur 2 Personen py und p; an der Kaffeerunde
beteiligt, lisst sich das 2-Kaffee-Problem als x € 7 beschreiben. Hierbei gilt:

x = 0 Das Verhdltnis ist ausgeglichen, niemand hat Kaffeeschulden.
x > 0 p; schuldet py noch x Kaffees.

x < 0 po schuldet p1 noch x Kaffees.
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0

Abbildung 1: Beispiel fiir das 2-Korper-Problem, p; schuldet pg noch 2 Kaffee

Definition 4 (n-Kaffee-Problem). Das allgemeine n-Kajffee- Problem zu einer Kaf-
ferunde K mit n Personen lisst sich definieren als x € Z" 1, also x = (xq,...,Tn_1).
Zu diesem Tupel werden die Kaffeefunktion k; j : Z"~' — Z"~' definiert durch

o B (LL'O,...“’Ei,]_,J}Z‘+17$i+17...,$n,1) ,fallsi<n
hij(T0,. . Tn1) = { (xo—1,...,xp_1 — 1) , fallsi=n

Diese Kaffeefunktion k; gibt die Verdnderung der Guthaben-Schulden-Verhdiltnisse in-
nerhalb der Kaffeerunde an, wenn p; ein Kaffee ausgegeben wird.
4 Zusammenfassung

Zusammenfassung des Papers. Mogliche Future Work:

e Kaffeeproblem fiir n > 3 visualisieren

Formel korri-
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