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Das n-Kaffee-Problem beschreibt die Guthaben-Schulden-Verhéltnisse in
einer Gruppe von n € Personen. Die Verhéltnisse werden hierbei in ausge-
gebenen Kaffees notiert. In dieser Arbeit definieren wir das Problem und
betrachten Visualisierungen mit dem Ziel, Anderungen in den Verhéltnis-
sen moglichst aufwandsminimiert notieren zu kénnen.

1 Einleitung

Der normale universitire Lehrstuhlbetrieb wird durch Studenten, Doktoranden und
Professoren, also allgemein durch Wissenschaftler, aufrecht erhalten. Frei nach Paul
Erdés sind Wissenschaftler Gerédte, welche Kaffee in Theoreme verstoffwechseln. Hei-
Rer, schwarzer Kaffee kann also als die Grundlage der wissenschaftlichen Arbeit ange-
sehen werden []

Um die immer wieder notwendigen und erholsamen Unterbrechungen im durch aus-
ufernde Denkprozesse gekennzeichneten Alltag herbeizufiihren, ist das gemeinsame,
rudelhafte Beschaffen von heiffem Kaffee iiblich. Dabei kommt es immer wieder vor,
dass einer der Wissenschaftler kein Geld dabei hat. Ein anderer Wissenschaftler gibt
ihm dann tiblicherweise einen Kaffee aus in der optimistischen Hoffnung, den Gefal-
len irgendwann zuriickgezahlt zu bekommen. Wahrend die Schuldenverhéltnisse bei
zwei Personen noch einfach zu handhaben sind, &ndert sich das bei grofer werdenden
Gruppen zunehmendﬂ

In dieser durch die Einleitung eingeleiteten Arbeit definieren wir zunéchst in [Ab]
das n-Kaffee-Problem, welches die Frage der Schuldenverhéltnisse zwischen
zwei Mitgliedern einer n Personen grofen Gruppe stellt. Wir entwickeln zunéchst eine
analytische Losung bevor wir in[Abschnitt 3|einfache Visualisierungen fiir n < 3 einfiih-
ren. Wir schliefen die Arbeit mit dem Schluss in [Abschnitt 4 und liefern Ansatzpunkte
fiir zukiinftige Uberlegungen.

1 Wenn du da Milch reintust ist er doch nicht mehr schwarz, Junge!“ — Captain Jean-Luc Picard
2Zunahme bei grofer werdenden Gruppen ist auch ein von den Weight Watchers behandeltes Pro-
blem, ist fiir uns aber nicht weiter von Relevanz.



Verwandte Arbeiten Bla.

2 Kaffeekranzchen und das Kaffeeproblem

Um das Kaffee-Problem betrachten zu kénnen, miissen wir zunéchst eine geeignete
Menge von Personen definieren, die das Problem iiberhaupt interessiert.

Definition 1 (Kaffeekrénzchen). Fine Menge K = {p1,...,pn} fiir n € N>o bezeich-
nen wir als Kaffeekriinzchen iiber n Personen oder kurz n-Kaffeekriinzchen [l

Bei einem Kaffekranzchen ist fiir diese Arbeit unerheblich, ob lediglich Kaffee oder
auch Kuchen serviert wird. Wichtig ist lediglich, dass die beteiligten Personen sich
gegenseitig Kaffee ausgeben.

Zuséatzlich zu dem Kaffeekrdnzchen benotigen wir noch eine Moglichkeit, die Kaf-
feeschulden innerhalb der Gruppe zu dokumentieren.

Definition 2 (Kaffeekasse). Sei n € N>o und K ein n-Kaffeekrinzchen. Eine K-
Kaffeekasse ist ein Tupel k € Z"™, k = (Aq,...,A,), fir das gilt:

i=1

Fir 1 < i < n bezeichnet A; die Differenz der von p; getrunkenen und ausgegebenen
Kaffees.

Aus der Definition der A; ergibt sich:

A; < 0: p; bekommt noch |A;| Kaffees
A; > 0: p; schuldet noch A; Kaffees

Gibt eine Person einer anderen nun einen Kaffee aus, miissen wir die Kaffeekasse
entsprechend weiterentwickeln.

Definition 3 (Kaffeekassentransition). Sein € N>o, K ein n-Kaffeekrdnzchen, k eine
K -Kaffeekasse sowie i # j € [n] so, dass p; p; einen Kaffee ausgibt. Die Kaffeekas-
sentransition liefert zu k eine neue Kaffeekasse k' = (A],..., AL) mit

Ay, —1 | fallsxz =1
Al =3 Ay+1  fallsz =3
A, , sonst

fir x € [n].

3Man kénnte in der Definition des Kaffeekréinzchens sicherlich auch n = 1 zulassen, aber das ist uns
zu traurig.



Zieht nun eine Teilmenge des Kaffeekranzchens los, um sich gegenseitig Kaffess aus-
zugeben, ist immer wieder die Frage zu kliren, wer gerade mit Bezahlen an der Reihe
ist. Das allgemeine n-Kaffee-Problem formalisiert exakt diese Fragestellung.

Definition 4 (n-Kaffee-Problem). Sei n € N>o und k eine Kaffeekasse tiber dem n-
Kaffeekrinzchen K. Gegeben zwei Personen p;,p; € K, die einen Kaffee zusammen
trinken wollen. Das n-Kaffee-Problem besteht darin, zu entscheiden, ob p; p; einen
Kaffee ausgeben muss oder umgekehrt.

Betrachten wir das Beispiel n = 2.

Beispiel (2-Kaffee-Problem). Sei K ein 2-Kaffeekrinzchen und k eine K-Kaffeekasse.
Nehmen wir an, dass bisher py zweimal einen Kaffee fiir po bezahlt hat, dann ergibt
sich der Zustand k = (—2,2).

Es ldsst sich leicht erkennen, dass stets A1 = —As gelten muss. Somit kénnen wir
ohne Informationsverlust die zweite Komponente der Kaffekasse vernachlissigen und
nur noch Ay betrachten. Hierbei gilt:

A1 <0: po schuldet p1 noch |Aq| Kaffees.
A1 =0: Die Kaffeekasse ist ausgeglichen, niemand hat Kaffeeschulden.
Ay > 0: p1 schuldet po noch A1 Kaffees.

Die im Beispiel angedeutete Vereinfachungsmoglichkeit funktioniert nicht nur fiir
n = 2, sondern fiir beliebige n € N>3. Das ist die Aussage des folgenden Satzes.

Satz 1 (Kaffeesatz). Sein € N>y und k eine Kaffeekasse dber dem n-Kaffeekrinzchen
K. Um das n-Kaffee-Problem zu ldsen geniigt eine (n — 1)-Kaffeekasse.

Beweis. Nach [Definition 2] gilt:
At +A, 1 +A, =0
= A1+~-~+An—1 :_An

Das Kaffeedelta A,, lisst sich also aus den iibrigen Kaffeedeltas direkt berechnen und
braucht daher nicht explizit in der Kaffeekasse gefiihrt zu werden. O

2.1 Explizite Kaffeekassen und das Kaffee-Paradoxon

Die in definierte Kaffeckasse modelliert einen gemeinsamen Kaffeepool
innerhalb des Kaffeekrénzchens. Diese Kaffeekasse kann auch als bilanzierende Kaffee-
kasse bezeichnet werden. Als alternative Notation koénnte auch eine explizite Kaffee-
kasse vorgehalten werden, in der alle Kaffeeschulden innerhalb des Kaffeekrénzchens
einzeln ausgewiesen werden.

Definition 5 (Explizite Kaffeekasse). Sei n € N>y und K ein n-Kaffeekrinzchen.
Eine explizite K-Kaffeekasse ist die Menge

k= {5ZJ S Z|Z,] S N§n7l < ]}



Hierbei verhalten sich die einzelnen Kaffeedeltas 0;; wie folgt:

dij < 0: pj; schuldet p; noch |§;;] Kaffees.
0;j = 0: Niemand hat Kaffeeschulden.
0i; > 0: p; schuldet p; noch 6;; Kaffees.

Hierdurch werden sogenannte transitive Kaffeeschulden vermieden.

3 Visualisierung des Kaffeeproblems

4 Zusammenfassung

Zusammenfassung des Papers. Mogliche Future Work:
e Kaffeeproblem fiir n > 3 visualisieren

e Wir haben noch keinen Beweis dafiir, dass die Visualisierung in einem Dreieck
unmoglich oder zumindest blod ist.
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